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摘  要：粒子有限元法（PFEM）既继承了有限元法坚实的数学基础，又具有模拟大变形、复杂边界问题的能力，在

流固耦合、岩土工程领域有广泛的应用。但另一方面，岩土体在大变形过程中往往具有应变软化特性和应变局部化现

象，为保持问题求解的适定性，需要在本构方程中引入正则化机制，采用 Cosserat 连续体理论是引入正则化机制有效

方法之一。将 PFEM 计算方法与 Cosserat 连续体理论结合，发展了 Cosserat-PFEM 方法。与传统 PFEM 中使用三角形

单元不同，提出的新方法将边界识别、网格划分相互独立进行，使得四边形等单元的使用成为可能，以提高数值求解

的精度与克服三角形单元对应变局部化问题模拟的倾向性。算例表明，本文发展的 Cosserat-PFEM 方法及基于

ABAQUS 软件开发的程序是可靠和有效的，拓展了 PFEM 的应用范围，具有模拟大变形问题并保持问题适定性的能

力，适用于大变形渐进破坏问题的模拟。 
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Abstract：Particle finite element method (PFEM) not only inherits the solid mathematical foundation of finite element method, but also 

possesses the capability of modeling problems with large deformation and complex boundary, so it has been widely used in the fields of 

fluid-structure coupling and geotechnical engineering. While in the process of large deformation of rock and soil, strain softening and strain 

localization often occur. In order to keep the well-posedness for the large deformation problem, it is necessary to introduce regularization 

mechanism into the constitutive equation. Cosserat continuum theory is one of the effective methods to introduce regularization mechanism. 

Combining PFEM with Cosserat continuum theory, the Cosserat-PFEM method is developed. Besides, unlike traditional PFEM using 

triangular elements, in the Cosserat-PFEM method the boundary recognition and mesh generation are carried out independently, which 

makes it possible to use quadrilateral elements, so as to improve the numerical accuracy and overcome the tendency of triangular elements 

to simulate strain localization. The examples show that the Cosserat-PFEM method developed in this paper and the programme explored 

based on ABAQUS software are reliable and efficient, which expand the application scope of PFEM. They also demonstrate that the 

Cosserat-PFEM has the ability to simulate large deformation problems and keep the well-posedness of the problems, and is suitable for the 

simulation of large deformation and progressive failure problems. 
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0  引    言 

随着计算机技术的发展，数值模拟在工程中的应用越来越广泛，有限元法作为其中最具代表性的方法已经

相对成熟，在固体力学、流体力学等领域发挥着重要的作用。传统的有限元方法基于小变形理论，采用有限的



 

单元对结构进行离散，根据能量原理提出基本方程进行求解，具有较高的精度和计算效率。但对 

于滑坡、基础贯入、触探等岩土工程问题，其破坏过程常常伴随着较大变形的发生，采用传统基于小变形 

─────── 
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理论的有限元法会出现网格扭曲、畸变，导致计算误差较大甚至不收敛。 

为了克服传统有限元方法在模拟岩土大变形问题时的局限性，学者们提出了许多大变形数值方法。Hirt 等

人提出了任意拉格朗日-欧拉法（Arbitrary Lagrangian Eulerian, ALE），这种方法使用网格来表征结构，网格可

以采用拉格朗日格式，也可以采用欧拉格式，或是任意可以减小网格畸变的形式[1]。采用拉格朗日格式时，网

格与物质固连，在大变形分析过程中需要通过网格更新、变量映射技术实现计算结果在不同分析步间的传递，

这种技术又称为 RITSS（Remeshing and Interpolation Technique with Small Strain）技术[2]，已被用于基础贯入[3]

等岩土大变形问题中；采用欧拉格式的网格时，计算过程中网格不产生变形，通过网格的充填状态来反映物质

流动，多用于流体问题[4]及贯入问题[5]。不同格式的 ALE 方法的共性问题在于该方法中网格节点的拓扑关系固

定，无法模拟自由面剧烈变化的问题。另一种常用的大变形方法是无网格法[6]，与 ALE 方法不同，无网格法

用粒子来表征结构，这种处理优化了粒子间的拓扑关系，适用于大变形、复杂接触等问题。无网格法中一点的

状态是通过支持域内其他点构造逼近函数计算得到的，不同的点支持域内包含的粒子数量不同，逼近函数及其

导数也不相同，导致计算效率较低[7]，同时无网格法采用质点积分而非高斯积分，计算精度也较低。为了同时

利用网格描述和粒子描述的优点，一类新的数值模拟方法被提出，其特点是采用粒子来表征物质，计算过程在

网格上进行，典型的方法有物质点法（Material Point Method, MPM）和粒子有限元法（Particle Finite Element 

Method, PFEM）。MPM 法中物质点携带所有的信息，计算在背景欧拉网格上执行，计算开始时信息首先由物

质点映射到网格节点上，计算完成后再由网格节点映射回物质点[8]。在岩土工程领域，物质点法已被用于滑坡

等特大变形问题的模拟[9,10]，该方法采用质点积分，不可避免的会产生积分误差，在应用时宜考虑其适用性。

PFEM 法中每一增量分析计算都通过标准的有限元求解器进行，继承了有限元方法在计算效率和精度上的优

势；同时由于采用粒子表征物质，在自由面的刻画、复杂边界问题时也具备类似无网格方法的优势。PFEM 法

首先由 Onate 等人提出，运用于流体-结构相互作用问题[11]。张雪将粒子有限元方法应用于固体力学领域，模

拟了颗粒柱坍塌[12]、土质滑坡[13]、海底滑坡[14]等问题。Li 和 Zhang 引入约束 Delaunay 算法在 ABAQUS 中实

现了 PFEM 流程，对颗粒柱塌落及滑坡问题进行了模拟[15]。Yuan 等编写 python 脚本在 ABAQUS 中实现了

PFEM 计算过程，模拟了 T-bar 贯入、地基承载力、海底管道等问题[16]。 

另一方面，岩土体在大变形过程中往往具有应变软化特性和应变局部化现象，会导致有限元数值求解的不

适定及网格依赖性等问题。为保持问题求解的适定性，需要在本构方程中引入正则化机制，而采用 Cosserat 连

续体理论是引入正则化机制有效方法之一[17]。为此，本文将 PFEM 计算方法与 Cosserat 连续体理论相结合，

发展了 Cosserat-PFEM 方法。此方法既具有 PFEM 法在处理大变形问题、刻画自由面变化方面的优势，又能保

持问题求解的适定性，适用于岩土体渐进破坏大变形的模拟。 

1  Cosserat-PFEM 关键技术实现 

1.1   Cosserat 连续体 

以二维 Cosserat 连续体为例简要介绍其基本理论。与经典连续体相比，在 Cosserat 连续体中引入了旋转自

由度，使得平面内每个点具有三个自由度（即两个平动自由度，一个转动自由度），相应的位移、应力和应变

定义如下: 
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式中： zw 为旋转自由度； 



 

,zx zyk k 为微曲率； 

,zx zym m 为对偶应力； 

  cl 为内部长度参数。 

对于均质各向同性弹性体，Cosserat 连续体应力、应变满足胡克定律： 
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其中  为拉梅常数，且有  2 / 1 2Gv v   ， ,G v 分别为经典连续体中的剪切模量和泊松比； cG 为

Cosserat 剪切模量。根据文[17]对 cG 和 cl 的取值研究，取 cG / G ≥0.5；从细观本质上讲，内部长度参数 cl 的大

小反映了土体颗粒尺寸及有关参数的影响，在宏观有限元计算时，取值原则是在保证正则化效果和数值计算收

敛性的前提下尽量取小值，经验取值为 0.01～0.1 倍的模型尺寸。 

平衡方程和应变-位移关系为： 

0TL f    （6） 
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式中，L 为微分算子矩阵: 
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由上述理论描述可知，在 Cosserat 连续体本构描述中引入了内部长度参数，由此保持了应变局部化问题求

解的适定性，可以模拟剪切带破坏有关的岩土工程问题，在此不再详述。 

1.2  Cosserat-PFEM 方法实现 

PFEM 法采用拉格朗日描述，通过边界识别、网格重新划分、变量映射实现信息在新旧网格间的传递。本

文将 Cosserat 连续体理论与 PFEM 结合，对 ABAQUS 软件进行二次开发实现相关算法，其计算流程如图 1 所

示。首先建立 Cosserat 连续体有限元模型，进行常规的小变形分析，分析完成后导出变形后节点（即粒子）坐

标；然后利用边界识别程序对导出的粒子集进行边界识别获得新的计算域，在新计算域内重新进行网格划分；

再通过变量映射技术将信息从旧网格映射到新网格上，施加荷载和边界条件进行下一次小变形计算直到分析完

成。下面对关键技术实现方法进行介绍。 



 

 

图 1  Cosserat-PFEM 分析流程图 

Fig.1 Cosserat-PFEM analysis flow chart. 

1.3  边界识别技术 

边界识别是 PFEM 方法中最重要的技术，识别的边界可以很好的反映分析过程中自由面的变化，也给荷

载、边界条件的施加带来了便利。本文采用 α–shape 程序进行边界识别[18]，α–shape 方法最早被应用于计算机

图形学中，本文采用的是一种较为直接的实现形式。以二维情况为例，α–shape 法的基本法则如下：考虑二维

空间中一系列具有特征间隔 h 的点集合，如果能够找到一个半径大于 αh 的空心圆使得某些点均位于圆上（其

中 α 是给定的参量，其值一般介于 1.3 到 1.6 之间），那么这些点就认为是边界点。针对同一组粒子集，不同 α

值识别得到的边界也不相同，会导致边界拾取的精确度不同，如图 2 所示的粒子集（后面 3.1 节中的地基承载

力计算模型），当选取不同的 α 值时，边界拾取的效果也不相同。当 α 取 0.4 时，识别的边界包含了不属于计

算域内的部分；随着 α 值的增大，识别的边界逐渐趋近于真实的边界，当 α 取 1.3 时边界最为理想；α 继续增

大，开始逐渐有计算域内的点被舍弃，当 α 取 1.5 时，已有很大部分区域遗失。因此，在应用过程中应注意 α

的合理取值，以避免发生较大的物质损失。 

 



 

(a) α = 0.4 

 

(b) α = 1.0 

 

(c) α = 1.3 

 

(d) α = 1.5 

图2 α取不同值时的边界识别结果 

Fig.2 Boundary recognition results with different α 

 

1.4  用户自定义单元及网格划分技术 

网格划分是大变形分析中重要的一环，可通过 ABAQUS 内置网格生成方法来实现。需要注意的是前述边

界识别技术是基于粒子间距离长短进行的，粒子分布的疏密对边界识别质量有很大影响，因此在网格划分时应

尽量保证节点分布均匀。 

由上可见，本文将边界识别和网格划分作为两个完全独立的过程进行，这摈弃了前人工作中 PFEM 法仅

可采用三角形单元的限制，为采用多种单元类型打下了基础。 

由于 ABAQUS 中没有内置的 Cosserat 单元，需要基于前述 Cosserat 连续体基本理论进行二次开发，即编

写用户自定义单元子程序 UEL。考虑到三角形单元对应变局部化问题模拟具有一定的倾向性，本文使用了开

发的四边形八节点 Cosserat 单元。 



 

1.5  变量映射技术 

变量映射过程是新旧网格间信息传递的桥梁，在大变形问题求解过程中，经常需要进行多次变量映射，应

选用恰当的映射方法保证映射精度。 

由于采用了用户自定义单元子程序 UEL，引入了新的自定义变量，变量映射无法直接通过 ABAQUS 自动

进行。本文采用与 Map Solution 技术类似的映射原理，首先将旧单元积分点处的场变量计算结果外插到单元节

点上，对于多个单元共用节点的情况进行平均化处理；随后进行网格重新划分，判断新网格高斯点在旧网格中

的位置，再在旧网格中通过形函数插值得到新网格高斯点处的变量值[19]。映射过程中所需要的数据文件有：

新旧网格的节点信息、新旧网格的单元信息以及旧网格上的计算结果。 

2  案例分析 

2.1 塌落问题分析 

为验证本文开发程序的正确性，首先模拟了与文[12]类似的塌落问题。本文的工作将 Cosserat 连续体理论

与 PFEM 结合，是基于对 ABAQUS 软件进行二次开发实现的。为了分析一般的岩土材料，而不仅仅是无粘性

的颗粒材料，选择使用了 Drucker-Prager 本构模型，为了使计算分析可行，依据 ABAQUS 软件的特点，在参

数的选择上与参考文献[12]有所区别，其中主要参数（如内摩擦角、密度）一样，只是增加了很小的一个粘聚

力值 0.1kPa，这对结果有点影响，但不大。 

 
图3 计算模型 

Fig.3  Schematic diagram of calculation model. 

如图 3 所示，计算模型长 L=8m，高 H=4m，材料参数如表 1 所示。初始时刻，约束模型左右两侧边界的

水平位移和底部的竖向位移，随后移除右侧的水平约束，模型在自重的作用下开始发生变形。本节考虑移除约

束后 0-1s 内模型的变形状态，全过程共进行 18 次小变形分析，每次小变形分析完成后进行一次边界识别和网

格重划分。 

表 1 材料参数表 

Tab.1  Parameters of the material 

弹性模量

E/kPa 

泊松比

v 

粘聚力

c/kPa 

内摩擦角

 /   

密度 

 /kg  m-3 

30000 0.35 0.1 19.0 1490 

文[12]显示，移除右端约束后，颗粒柱右端随即开始坍塌，刚开始短时间内变形较小，上表面存在一部分

未扰动区；随着坍塌的进行，上表面的未扰动区逐渐减小；在整个坍塌过程中，颗粒柱左下角存在一个区域始

终保持静止状态；当颗粒材料达到稳定状态时，最终构型的前段倾斜角非常接近内摩擦角。 

本文不同时刻的变形和位移云图如图 4 所示。由图可见，右侧约束移除后的 0.1s 内，变形并不明显，这

段时间主要是由起始的稳定状态向不稳定状态进行转变；0.25s 时，模型的右下方有了较明显的位移；0.5s

时，模型右下角有明显位移，达 1.54m，右上表面有相应的沉陷；0.75s 时右下角已产生 2.98m 的位移，此时

已没有上、右边界的区分，两者已连成一条几近平滑的曲线；1.0s 时，右下角峰值位移已达到 4.66m，原来的

上表面和右侧面变为一条平滑的自由面。这个过程反映了塌落破坏的全过程，这个过程与文 [12]的模拟结果高

度相似，最后自由面的倾角约 21°，略大于内摩擦角，这与非零的粘聚力有关。因此，总体上看变形过程、

滑移线状态与文[12]结果高度相似，说明了本文所提出的方法和开发的程序的可靠性。 



 

 
(a)  t = 0.10s 

 
(b) t = 0.25s 

 

(c) t = 0.50s 

 
(d) t = 0.75s 

 
(e) t = 1.0s 

图4 不同时刻变形和位移s云图 

Fig.4  Deformation and displacement contour at different moments. 

2.2  地基承载力问题模拟 

为验证本文实现的粒子有限元方法及不同单元的有效性，对地基承载力问题进行了模拟，并与前人的大变

形研究结果[20,21]进行了对比。 

计算模型如图 5 所示，根据对称性取半结构进行模拟，简化为二维平面应变问题，模型左右两侧施加水平

向约束，底部施加水平和竖向约束。基础宽 0.5m，地基长 6m，深 4m。土体采用理想弹塑性模型，不考虑自

重，材料参数如表 2 所示，为了与已有的工作进行比较说明，计算参数选为与文献[20, 21]一致。采用位移加载

模式，加载过程中对基础施加竖直向下的位移，基础每下沉 0.1m，采用上述实现的 PFEM 方法进行边界识别

和网格划分，直至基础下沉深度达到 0.5m。 

 

图5 计算模型示意图 
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Fig.5 Schematic diagram of calculation model. 

表2 地基土材料参数 

Tab.2 Parameters of the soil 

参数 
弹性模量E 

/kPa 
泊松比v 

抗剪强度Su
 

/kPa 

值 100 0.49 1 

对于地基承载力问题，Nazem 等[20]和 Tian 等[21]分别采用 ALE 方法和 RITSS 技术进行过研究，将其结果

绘制于图 6 中。这里 V 代表竖向荷载，B 是半基础宽，w 是基础的沉降，su 是土的抗剪强度，其中 B 和 su 取

值都为 1，为了与其他文献中变化的 B 和 su 的归一化处理作对比，本文也采用了类似归一化处理的形式。

Nazem 等[19]的结果中，基础下沉约 0.22m 时，发生计算不收敛现象；Tian 等[20]使用 RITSS 技术计算到基础下

沉深度为 0.3m。以三角形单元为例，本文的计算下沉深度达到了预设的位移 0.5m，体现了 PFEM 法模拟大变

形问题的优势。 

 
图6 承载力—贯入深度曲线图 

Fig.6 Bearing capacity versus penetration depth curve. 

现有的 PFEM 成果大多采用常规的三角形单元，这是由于 PFEM 最初被提出时，边界识别与网格划分存

在于同一个过程中，边界识别前首先要生成 Delaunay 三角剖分，再对 Delaunay 三角进行处理得到边界，两者

有着密不可分的关系，因此限制了单元类型的选择。张雪指出，对于固体力学大变形问题，在边界识别过程中

生成的网格质量较差，难以满足计算要求[12]。 

 

图 7 不同单元类型对应承载力曲线图 

Fig.7 Corresponding bearing capacity curves of different element types. 

本文将边界识别和网格划分视为两个独立的过程，边界识别仅完成对离散粒子集边界的识别，得到边界后

再像常规有限元方法一样对新计算域进行网格划分。分别使用 ABAQUS 内置的线性三角形单元、二阶三角形

单元、线性四边形单元、二阶四边形单元对前述地基承载力问题进行模拟。不同单元类型下承载力-位移曲线

如图 7 所示，结果表明各种单元计算结果差不多。  



 

比较而言，线性三角形和四边形单元采用了选择减缩积分，总体精度较差，映射误差也更大一些，导致每

次重新划分网格后承载力跳跃回落教大一些；而采用高阶单元时精度教高，曲线更光滑，同时可以克服网格自

锁对结果的影响，更有利于岩土大变形和应变局部化问题的模拟。从承载力曲线看，与三角形单元相比，四边

形单元的结果更接近高阶单元的结果，计算精度更高，两者比较采用四边形单元比三角形单元精度提高约

6.5%。另外，从应变局部化的模拟上，采用三角形单元计算时倾向于发展与三角形单元本身倾斜方向一致的

剪切带，也就是三角形单元网格排列的倾向会影响剪切带的发展，影响剪切带模拟的客观性。因而，本文后续

算例采用了所发展的四边形八节点单元进行模拟。 

另外，图 6 和图 7 中显示承载力位移曲线在重新划分网格后有台阶跳跃现象，这与重划网格后变量映射产

生的误差有关，三角形单元更大一些。可以通过采用高阶单元提高精度、改进映射手段、减小重划步长进一步

减小误差，当然，这样可能会增加计算工作量。 

2.3  边坡渐进破坏分析 

2.3.1  边坡分析模型 

边坡分析模型如图 8 所示，在坡顶的基础上作用一竖向加载，边坡底部固定，右侧边界水平约束，竖向自

由，材料参数如表 3 所示。此算例考虑粘聚力软化效应如下： 

0 p pc c h    （9） 

式中：c0 为初始粘聚力， p 为为等效塑性应变，hp 为粘聚力随塑性变形而软化的软化模量。 

分别采用三种尺寸的网格，即 0.2m、0.3m、0.4m 进行计算，以考虑网格尺寸对计算结果的影响。 

 

图 8 计算模型示意图 

Fig.8 Schematic diagram of calculation model. 

表 3  材料参数表 

Tab.3  Parameters of the soil 

材料参数 值 材料参数 值 

弹性模量E 

/kPa 
50000 

内摩擦角  

/   
25 

泊松比v 0.30 
剪胀角  

/   
0 

初始粘聚力c0
 

/kPa 
50 

Cosserat剪切模量Gc 

/kPa 
10000 

粘聚力软化模量hp

/kPa 
-30 

内部长度参数lc 

/m 
0.06 

 

2.3.2  计算结果分析 



 

 

图 9  Cosserat-PFEM 法荷载位移曲线 

Fig.9 Load-displacement curves of the Cosserat-PFEM method 

计算预设指定向下的位移为 0.5m，首先采用 Cosserat-PFEM 方法进行分析，图 9 给出了三种网格下的荷

载位移曲线，图 10 给出了三种网格下坡顶指定位移为 0.5m 时的等效塑性应变图。可见，三种网格下

Cosserat-PFEM 法分析得到的结果较为一致，显示了与网格无关的结果。文[17]中做了类似的边坡渐进破坏算例

分析，只不过采用的是小变形的分析方法，这里的 Cosserat-PFEM 大变形模拟得到剪切带渐进破坏过程及克服

了网格依赖性的特性与文[17]的结果是一致的。为了显示 Cosserat-PFEM 方法的优越性，图 11 和图 12 给出了常

规 FEM 和 PFEM 方法分析得到的 0.2m 和 0.4m 两种网格尺寸下的荷载位移曲线，可见具有应变软化和非关联

塑性的岩土材料，会表现出过早的分叉，数值计算较早的遇到困难，在本例条件下难以越过承载力峰值完成完

整破坏过程的分析，而且数值解具有明显的网格依赖性。比较而言，Cosserat 连续体理论由于在本构方程中引

入了正则化机制，可以计算达到 0.5m 的收敛位移，这充分显示在岩土体大变形分析中引入正则化机制的重要

性。当然，图 11 和 12 也表明，与 FEM 相比，总体上 PFEM 能计算到更大的变形。 
 

 

(a) 网格尺寸 0.2m 

 

 (b) 网格尺寸 0.3m 
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(c) 网格尺寸 0.4m 

图 10 Cosserat-PFEM 计算终止时等效塑性应变图 

Fig.10 Equivalent plastic strain diagram at the end of calculation with Cosserat-PFEM. 

 

 

图 11 FEM 法荷载位移曲线 

Fig.11 Load-displacement curves of the FEM method. 

 

图 12 PFEM 法荷载位移曲线 

Fig.12 Load-displacement curves of the PFEM method. 

 

3  结    论 

本文将 PFEM 计算方法与 Cosserat 连续体理论相结合，发展了 Cosserat-PFEM 方法。同时，将边界识别和

网格划分视作是两个独立的过程，采用了多种单元形态网格进行了大变形分析模拟，得到如下结论： 

（1）提出并实现的 Cosserat-PFEM 方法既具有 PFEM 法解决大变形问题的优势又具有保持应变软化和应

变局部化问题适定性的能力，能较好的适用于大变形渐进破坏问题的模拟。  

（2）实现的算法中可以采用四边形等多形态单元，与传统的三角形单元相比，采用高阶四边形单元可以

提高计算精度，克服三角形单元对应变局部化问题模拟的倾向性。 

应该指出，由于映射误差的存在，承载力位移曲线在重划网格和变量映射之后会出现跳跃，除了采用高阶

单元提高精度、减小重划步长进一步减小误差外，应采取相应措施改进映射手段进一步减小误差，这也是今后
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努力的方向。 
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